Técnicas de calculo de Primitivas

El problema del calculo de primitivas consiste en tratar de expresar la “pri-

mitiva trivial” F (x) = JZ f (t)dt por medio de funciones elementales que per-
mitan una evaluacion efectiva de la integral.
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Es frecuente que una funcion elemental no tenga primitivas que puedan ex-

presarse por medio de funciones elementales.

. . 2 SelIX
Esto ocurre, por ejemplo, con las funciones e, —~ Ser(xz), vx3+1, y mu-

chas mas.

En tales casos la forma mas sencilla de representar una primitiva de f es jus-
tamente mediante la funcion F(x) = f;( f(t)dty, para obtener valores concretos
de dicha funcion hay que recurrir a métodos numeéricos de calculo de integra-
les.

En lo que sigue vamos a considerar algunos tipos de funciones elementales
cuyas primitivas también pueden expresarse por medio de funciones elemen-

tales y pueden calcularse con procedimientos mas o menos sistematicos.
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Observaciones sobre la notacion y terminologia usuales
Para representar una primitiva de una funcion f, se usa la notacién | f(x)dx

Esta notacion es algo imprecisa y solamente se justifica por la comodidad en
los calculos que proporciona.

La integral de una funcion en un intervalo, f f (x)dx, se llama a veces “integral
definida” de f (y es un nimero), y al simbolo | f(x)dxsele llama “integral inde-
finida” o, simplemente, “integral” de f (y representa una primitiva cualquiera
de f). Aunque esto puede ser confuso, no olvides que, cuando hablamos de

calcular la integral | f(x)dx lo que realmente queremos decir es que queremos
calcular una primitiva de f.
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« ”

Como ya sabes, en los simbolos | f(x)dx o f f(x)dxla letra “x” puede susti-
tuirse por cualquier otray el simbolo “dX” (que se lee “diferencial x”) sirve para
indicar la variable de integracion. Esto es muy util si la funcion f contiene

parametros. Por ejemplo, son muy diferentes las integrales [ xYdx y [ x¥dy.

Te recuerdo también que, si y = y(X) es una funcion de x, suele usarse la nota-
ciéon dy = y’dx que es 1til para mecanizar algunos célculos pero que no tiene
ningun significado especial: es una forma de indicar que y’ es la derivada de y
respecto a X.

. . o~ o, X:d .
Finalmente, si ¢ es una funcion, se usa la notacion ¢( )\ 0 sencﬂlamente

®(x)|¢ para indicar el nimero ¢(d) — ¢(c), y usaremos la notacion ¢( )] , bara
indicar limy_p ¢ (X) — limy_a ¢ (X). Esta notacion es comoda cuando estudlamos

convergencia de integrales.
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Integracion por partes

Si uy v son funciones con derivada continua en un intervalo, por la regla de
derivacion para un producto sabemos que la funcion uv es una primitiva de
la funcién u’v+V'u, es decir, [(u’(X)v(x)+u(x)v’(x))dx= u(x)Vv(x). Lo que suele

escribirse en la forma:
fudv: uv— fvdu

Por supuesto, esta igualdad podemos usarla para calcular integrales definidas:

d
fu X)dx = u()V(x)| =0 — fv(x)u’(x)dx (1)

Para e caso de integrales impropias, si existen los limites )|(IIT; u(X)v(X) yl I'lm u(x)v(x),

entonces laigualdad (1) nos dice que las integrales fa v(X)u’(x)dx yf u(x)v’(x)dx
ambas convergen o ninguna converge y, cuando son convergentes se Verlﬁca
que:

b
f U(X)V' (X)dx = u(V(X) [ 2 — fv(x)u’(x)dx (2)
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Veamos algunas situaciones en las que este método puede aplicarse con éxito.

e Cuando la integral [v(x)u’(x)dx es inmediata. Por ejemplo, para calcular
una integral | f(x)dxen la que la derivada de f(x) es mas sencilla que la propia
funcion, como es el caso de logx, arc serx, arctgx.

e Ejemplo 1.

1
u=arct du= dx
farctgxdx — = 1+ x2 — x arctgx — j
dv=dx—v=xXx

1
= =Xxarctg+ log(1+ x?)
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e Cuando la integral [v(x)u’(x)dxes del mismo tipo que la integral de parti-
da, pero mas sencilla, de manera que reiterando el proceso se llega a una inte-
gral inmediata. Este es el caso cuando f(x) es de la forma P(x) e®, P(x) ser(ax),
P(x) coqax), donde P(x) es una funcion polinémica. En todos los casos se elige
u(x) = P(x), y V/(x) = e®, v/(x) = senfax), v'(x) = cogax).

e Ejemplo 2.

u=P(x) — du= P’ (x)dX

e 1
| PO e™dx= oo =P(X)— — = | P'(x)e™dx
dV:eaXdX—>V:€ a a

La ultima integral es del mismo tipo que la primera pero con el grado del po-
linomio rebajado en una unidad. El proceso se repite tantas veces como sea

necesario.
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e Cuando laintegral [ v(x)u’(x)dxes parecida a la de partida, de forma que al
volver a aplicar el proceso la integral de partida se repite y es posible despejarla
de la igualdad obtenida.

e Ejemplo 3.

fcos(logx)dx: [ u = coglogx) — du= —)—1( ser(logx)dx}

dv=dx—v=xX

u=senlogx) — du= )—1(cos(logx)dx
dv=dx—v=xX

xcoilogx)Jrfser(logx)dx: {

= x coglogx) + x ser{logx) — fcos(logx)dx

deducimos que fcos(logx)dx: )—z((cos(logx) + ser(logx)).
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Integracion por recurrencia

La técnica de integracion por partes permite en algunas ocasiones relacionar
una integral de la forma I, = [ f(x,n)dx en la que interviene un parametro
n (con frecuencia un numero natural) con otra del mismo tipo en la que el
parametro ha disminuido en una o en dos unidades. Las expresiones asi obte-
nidas se llaman formulas de reduccion o de recurrencia y permiten el calculo
efectivo de la integral cuando se particularizan valores del parametro. Los si-
guientes ejemplos son ilustrativos de esta forma de proceder.

e Ejemplo 4.

n—1
(logx)™ " ..

_ Ny —
u= (logx)” = du=n=—= :x(logx)”—nf(logx)”_ldx

f(logx)”dx:
dv=dx—v=xX

e Ejemplo 5.

u=x"—-du=nx"1 .

In:fx”eaxdx= . - eaxd :a(x”eax—nln_l)
v=e¥dx—v=—dx
a
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Integracion por sustitucion o cambio de variable

b
=g(t), dx=g'(t
lfﬂmdx: ff
) a=g(c), b=g(d)
Para el caso de integrales indefinidas este proceso de sustitucion se representa
de forma menos precisa y se escribe simplemente

x=g(t)
ff(x)dx: [dx— g’(t)dt] = f f(g(t))g'(t)dt

Puede ocurrir que al hacer un cambio de variable en una “integral corriente”
obtengamos una “integral impropia”. No hay que preocuparse porque para
estudiar la convergencia de una integral pueden hacerse cambios de varia-
ble biyectivos: ello no altera la eventual convergencia de la integral ni su va-

lor.
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e Ejemplo 7. Con frecuencia se hacen cambios de variable para quitar radi-
cales.

2
2 _
f : 12 dx[ X=21tgt, dx= ot }
o3 X VX FA4 2/V/3 = 2tg(1/6), 2 = 2tg(T1/4)
T[/4

fcost _q 2—\/§
"4 ser?t B sert/ 4

e Ejemplo 8. Un cambio de variable en una integral impropia. Considere-
mos la integral:

1
f dx
a \/<X_ a)(b—x)
Suponemos que a < b. El cambio que hacemos consiste en llevar el intervalo
|—1,1] al |a,b| por una biyeccion del tipo g(t) = at+ . Comog(—1)=a,9(1) =b
tenemosa = (b—a)/2, = (b+a)/2. Con ello:

b—

b B a 1
1 x=g(t), dx= —— dt
a \/(X—a)<b—X) |:a— g(_]_)7 b—g(]_):| 1 vV1-—t
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Integracion de funciones racionales

Dadas dos funciones polinémicas P(x) y Q(x), queremos calcular [ % dx

Si el grado de P es mayor o igual que el de Q, podemos dividir los dos polino-

mios obteniendo
P(x)

Qx)
donde H(x) y G(x) son polinomios y el grado de G es menor que el grado de Q.
Por tanto, supondremos siempre que el grado de P es menor que el grado de Q.

Supondremos también que el coeficiente lider del polinomio Q es 1.

.. . . .. P(x)
La técnica para calcular la integral consiste en descomponer la fraccion ——

Q(x)

en otras mas sencillas llamadas “fracciones simples”. Estudiaremos dos formas
de hacerlo: el método de los coeficientes indeterminados y una variante del

mismo conocida como Método de Hermite.
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Meétodo de los coeficientes indeterminados

M Paso 1. Descomposicion del denominador en factores irreducibles
Descomponemos el denominador, Q(x), como producto de factores de grado
1 y factores de grado 2 irreducibles:

Q(X) = (X— &)+ (X— &) (X2 + bix+c1)PL -+ (X2 + bpx+cm)Pm (3)

Observaciones

e Esto se dice muy pronto, pero puede ser muy dificil de hacer si no imposible.
Afortunadamente, en los casos practicos esta descomposicion o se conoce 0
es muy facil de realizar.

e En la descomposicion (3) cada a; es una raiz real de orden a; del polino-
mio Q, y los factores cuadréticos del tipo (x?+ bjx+c;)Pi corresponden a raices
complejas conjugadas de orden (3;. Tales factores cuadraticos son irreducibles,

es decir, su discriminante es negativo o, lo que es igual, x? + bjx+¢; > 0 para
todo xeR.
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B Paso 2.
Meétodo de los coeficientes indeterminados

P(x)

Escribimos el cociente ox) como suma de fracciones de la siguiente forma:

e Por cada raiz real a; de orden a; escribimos a; fracciones cuyos numerado-
res son constantes Ay; que hay que determinar, y los denominadores son de la
forma (x— ;)% donde k; toma valores de 1 hasta q;.

e Por cada factor cuadrético irreducible (x2 +bjx+c;)Pi escribimos B; fraccio-
nes cuyos numeradores son de la forma By x+ Cy; siendo By, y Cy, constantes
que hay que determinar, y los denominadores son de la forma (x2 + bjx + ¢; )X
donde k; toma valores de 1 hasta [3;.

e La descomposicion es de la forma:

b Byx+Cy

(4)

kal (X2 - ij-|— Cj)kj
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Método de Hermite

_ : P(X N
Escribimos el cociente % de la siguiente forma:
P(x A Bix+C BmX+
(): o4 An 4+ 21 1 o 2m Cm
QxX) x—a X—an Xc+bix+cy X% 4+ bmX 4+ Cm

d F(X)
T ax ( (Xx—ag)%~1... (x—an) 1(x2+byx+cp )Pt (X2 + bpx + cm)Bml)

donde Aq,...,Ay,B1,...,Bm,Cy,...,Cy son coeficientes que tenemos que deter-
minar y, en la fraccion que aparece con una derivada, F(X) es un polinomio

genérico de grado uno menos que el denominador. En resumen, se trata de

... P(X . . )
escribir —— como suma de fracciones simples, una por cada factor, mas la

Q(x)

derivada de un cociente que tiene por denominador lo que queda de Q(x).
Observa que en ambos métodos hay que calcular tantos coeficientes como el
grado de Q.
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H Paso 3. Determinacion de los coeficientes

Tanto en un caso como en otro, se reducen todas las fracciones a comiin deno-
minador (que serda Q(X)), y se iguala a P(x) al numerador resultante. Esto nos
producira un sisterna de ecuaciones cuya resolucion nos dara el valor de todos
los coeficientes. Naturalmente, en el método de Hermite hay que efectuar la
derivada antes de reducir a comun denominador.

Observaciones

e En ambos métodos tenemos que calcular el mismo numero de coeficientes
pero en el método de Hermite la obtencion del sistema de ecuaciones es un
poco mas trabajosa debido a la presencia de la derivada.

e El método de Hermite es interesante de aplicar cuando hay factores cuadrati-

cos de orden elevado (raices imaginarias multiples).
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H Paso 4. Integracion de las fracciones simples

, : : . : P(X
En el método de Hermite, una vez escrita la funcién racional Q de la forma

Q(x)

anterior, es facil calcular su integral:

P(X) _ Aq Bix+Cy
deX_IX—aldx+ +fx2+b1X+cldX+ "

F(X)
(X— al)dl—l e (X— an)dn—l(xz + by x+ Cl)Bl—l .. (XZ + b+ Cm)Bm—l

+

Solo nos queda saber calcular las integrales que hemos dejado pendientes:

A
o IEdX_AIog\x—a\.
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. f Bx+C

X%+ bx+c
que descomponemos nuestra integral en dos:

dx Siempre se puede escribir x* 4 bx+c = (x—d)*+k?, con lo

J‘ Bx+4-C dx— [ Bx+4C dX_IB(X—d)—I—C—I—deX_
x24bx+c J (x—d)24+kZ2 (x—d)2+k2 B
¢ B(x—d) C+Bd B
= ooz dx+j(x—d)2+k2 dx=
~ Zlog ((x—d)?+k?) + (C+Bd) [ —
2 (x—d)?+k?

y la tltima integral es inmediata (del tipo arcotangente) si hacemos el cambio

de variablet = %
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En el método de los coeficientes indeterminados aparecen también, cuando

hay raices multiples, otros dos tipos de fracciones elementales:

. . A : ,
e Fracciones del tipo W donde ke N y k > 2, correspondientes a raices
reales multiples, las cuales no ofrecen dificultad pues

QJ‘(LdX:— A L

X —a)k k—1(x—a)k-1
: : Bx+C :
e Fracciones del tipo donde ke N y k > 2, correspondientes a
(X2 + bx+ c)K

raices imaginarias maultiples, la integracion de las cuales ofrece bastante di-
ficultad a partir de k > 3.
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X2 —2
x3(x2+ 1)
aplicaremos el método de Hermite.

e Ejemplo 9. Calcular f 5> dx. Como hay raices imaginarias multiples

x?—2 A Bx+C d(ax3+bx2+cx—|—d)

x3(x2+1)2  x i X%+1 T ax X?(x%2 4 1)

Realizando la derivada y reduciendo a comin denominador, obtenemos un
sistema de ecuaciones cuya solucion es

a=_0, b=5/2, c=0, d=1, A=5, B= -5, C=0;

por lo tanto

2_ 2
fx3x 2 4= O/2DX +1+5Iogx—glog(x2+1).

(X% +1)2 X?(x%>+1)
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X+1

X+ D21 1) dx. Aplicaremos el método

00
e Ejemplo 10. Calcular la integral f X
2

de los coeficientes indeterminados.
X+ 1 A B Cx+D

X(X+1)(x2+1) §+x+1Jr X241

Reduciendo a comun denominador obtenemos:
X+ 1 ~ —A+(A+B-D)x+ (-A—C+D)x*+ (A+B+C)x°

X(x+1)(x2+1) X(x+1)(x2+1)

Identificando coeficientes resulta el sistema de ecuaciones lineales:

N

A+B+C =0
~A-C+D =0 A=-1 B=1
s =
A+B-D =1 C=0 D=-1

A =1

Deducimos que:

t

; t t
X+1 dx dx dx t—1

— _— - — . 2
zf X(X+ 1) (x2 1 1) dx Zf ! ! 1 =199 (2—t ) arctgt +-arctg
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Por tanto:
~+00

X+1 Tt
f XX DT D) dx=log2— §+arctg2
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Integracion por racionalizaciéon Acabamos de ver que la primitiva de una
funcion racional siempre puede expresarse mediante funciones elementales.

Nos vamos a ocupar ahora de algunos tipos de funciones no racionales cuyas
integrales se pueden transformar, por medio de un cambio de variable, en in-
tegrales de funciones racionales. Se dice entonces que la integral de partida se
ha racionalizado y esta técnica se conoce como “integracion por racionaliza-
cion”.

En lo que sigue, representaremos por R = R(X,y) una funcioén racional de dos
variables, es decir, un cociente de funciones polinémicas de dos variables. Te

recuerdo que una funciéon polinémica de dos variables es una funcion de la

n m o
forma P(x,y) = CiiXy.
22
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Integracion de funciones del tipo R(sernx, cosx)
Las integrales del tipo f R(semnx,cosx)dxdonde R= R(X,y) una funcion racional
de dos variables, se racionalizan con el cambio de variable t = tg(x/2). Con lo
que

1-t2 2dt

SeIX = 2t COSX = dx =

Con ello resulta:

[ Risenx,cosqdx= [t:tg(X/Z)]= [ R( 2 1—t2) 2dt

1+t2°14+1t2) 1412
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e Ejemplo 11.

dx cosxdx il
jsenx—tgx_jserxcosx—senx_ [tgx/z_t] _..._f 2t3 at

1 logt 1

1
)+§Iog|tg(x/2)|.

“w T2 T agx2
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Casos particulares
e Cuando R(—sernx, — cosx) = R(serx,cosx) se dice que ‘Res par en senoy coseno”.
En este caso es preferible el cambio tgx=t. Con lo que

t 1 dt
sernx = : COSX = , dx=
V1412 V1412 1+t

En el caso particular de tratarse de una integral del tipo
f sen'x cos"x dx

con Ny mnumeros enteros pares, es preferible simplificar la integral usando
las identidades

1+ cosX 1—-cosX
serfx = .

COLX =
X 2 2

e Cuando R(—sernx,cosx) = —R(sernx,cosx) se dice que ‘Res impar en seno” y el
cambio cosx=t suele ser eficaz.

e Cuando R(sernx, —cosx) = —R(sernx,cosx) se dice que ‘R es impar en coseno”y

el cambio senx =t suele ser eficaz.
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e Ejemplo 12. Calcular | = fser‘?x cos xdx. Tenemos:
| = [(1— co®x)cogxdx= fco§xdx— fcoé‘xdx:

-1 X 1 X\ °
_ (1+cos dx—f( + cos )dx:

) 2 2
X senx 1
=5+~ —3 (1+2 cos X+ cos 2x)dx =
x+sen2< X 1 11+ cos4k
R —— — — d
i 2 2fcosZ<dx 7 > X

_ X+senX senX X sen« 1(x sen4<>

4 4 8 32 8 4
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e Ejemplo 13.

fcos%xdxzf(l—ser?x)cosxdx_ t = serx :jl—tz

Serfx dt = cosxdx
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serf X Cosx .
e Ejemplo 14. Sea | = f Serx-t cosx dx. Se trata de una funcion par en seno 'y

en coseno. Haciendo t = tgx, obtenemos:

t2
sz(t+1)(t2+1)2

dt

Aplicando el método de Hermite escribimos:

t __A Bt+C d fat+pP
t+1)(t2+1)2 t+1 t2+1  dx\t2+1

Haciendo la derivada y reduciendo a comun denominador obtenemos:
.
(t+1)(E2+1)2

_A+C+B+(B+C—2a+PB)t+(2A+B+C— 20— B)t*+ (B+C—P)t°+ (A+B)t*

(t+1)(t2+1)2
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Identificando coeficientes resulta el sistema de ecuaciones lineales:

A+C+B =0
(
B+C—-20+pf =0 A=1/4 B=-1/4
2A+B+C—-20—-B =1 ;=4 C=0 D=-1
B+C—-p =0 \ a=-1/4 B=-1/4
A+B =0 |
Deducimos que:
1 1 11+t 1 1
= — Tlog(t?+1)— = = —log|senx+ cosx| — — cosx(serx-+ cosx
| = letl=rdl = 2 LRI b= 7oy = B[S et — 7 EsiHert - sasy
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e Cuando la funciéon R(serx, cosx) sea de la forma
serfax+b)ser{cx+d), serax+b)cogcx+d), cogax+b)cogcx+d)

puede resolverse la integral usando las formulas:

sern(a+f) +sera —f)
2 Y

coga — ) +ser(a +B)

coja — ) —coga +B)

seno cosp3 =
P 2

semsen3 =

Ccosa cosp3 =

2
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e Ejemplo 15.
1 1

fser(Bx) cog2x) dx = % fser(Sx) dx+ % fsenx dx= ——cog5x) — = cosx

10 2
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e Integrales de la forma ftg”xdx fcotd'xdx Se reducen a una con grado in-
ferior separando tg?x o cotg? Xy sustituyéndola por seéx—1 o coseéx— 1.

e Ejemplo 16.

ftg5xdx: ftg:”xtgzxdx: ftgg’x(seéx— 1)dx= ftge’xse@xdx— ftg:”xdx

Ctgtx g0 tgtx 2 o tgtx

=== tg°xdx= T—ftgxtg Xdx= T—ftgx(sec?x—l)dx
Ctgtx o Ctgtx 1,

==== tgxseéxdx+ftgxdx_ A 2tg X+ log|cosx|
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Integrales del tipo f R(x, [L(X)]", [L(X)]%,...) dxdonde

B ax+b

L(x) cx+d

a,b,ccdeR ad—bc#0 r,s,...€cQ

Se racionalizan con el cambio t9=L(x) donde q es el minimo comun deno-
minador de las fraccionesr,s,. ... Pues entonces tenemos que

dt9—b
X = —
a—ctd

r(t)
y la integral se transforma en

jR(r(t),tfq,tsq, L)r'(t)dt

en la que el integrando es una funcion racional de t.
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x+1)1/3 1 Xx+1 4

eEjemplo 17. Sea | = f <ﬁ Tx dx El cambio de variable 1 =1t° ra-
S ; t3+1
cionaliza la integral pues se tiene que X = 3 oon lo que:

1 t+2 1 1 t2+t+1 2t +1

t3-1

1
dondet = ¢/ X
X—1
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Integrales del tipo fR(eX)dx. Se racionalizan con el cambio x = logt. Un

caso particular de este es el de las integrales de la forma IR(Coshx, senhx)dx
que también admiten un tratamiento parecido al de las trigonomeétricas.

2
senhx 4 tghx

eEjemplo 18. Sea | = f dx Desarrolla los calculos para compro-

bar que

(1 412 1
| = [x=logt] = f 0 _(1)2L1t+>t>3 dt = log (tgh(g)) 1+ coshx

o , 2 . o /
Por otra parte, como la funcion es impar en senlx, también po-
senhx+ tghx
demos proceder como sigue
| = [t =coshx] =
2t 1 1 1
= dt = — —log(—1+ coshx) — = log(1+ coshx
f(—1+t)(1+t)2 1+cosh><+2 g1+ ) 2 g(1+ )

Por supuesto, puedes comprobar que las dos primitivas encontradas son de

hecho iguales.
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Integracién de funciones del tipo R(x, v/ax? + bx-+c)

Una integral de la forma f R(X, v/ax? + bx-+ ¢)dx puede racionalizarse por me-
dio de las sustituciones siguientes.

e Si el trinomio ax? + bx+ ¢ tiene dos raices reales o y 3, distintas entonces

a(x—rs>r/2

X—da

Vax2+bx+c = [ax—a)(x—B)]¥? = (x—a)

Donde, por comodidad, hemos supuesto que x—a > 0. Deducimos que la sus-
titucion

_ 2_
ag(X_aB):tz (t > 0), XZGEZ—a =r(t)

transforma la integral en f R(r(t),(r(t) —a)t)r’(t)dt donde el integrando es una

funcioén racional de t.
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e Si el trinomio ax?+ bx+ ¢ no tiene raices reales, entonces debe ser ax? -+ bx-+
c > 0 para todo xe R, en particular ¢ > 0. La sustitucion:
_ b-2t\/c

Vax2+bx+c=tx++C, Xx= 7 =g(t)

transforma la integral en fR(g(t),tg(t) +4/C)g’(t)dt donde el integrando es
una funcion racional de t.

Las sustituciones anteriores se conocen como sustituciones de Euler.
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X
(7x—10—x2)3/2
tegral que nos piden es [ R(x,v/7x—10—x?)dx del tipo que acabamos de con-

e Ejemplo 20. Calcular f dx Observa que, si R(x,y) = —, lain-

siderar. Como 7x— 10— x? = (x— 2)(5—X), tenemos que

X 54 2t2 6 (5+22 2 5
f(?x—lO—XZ)?’/ZdX_ [X_ 1+t2] __27f 2z 9= g (_f+2t>

(7x—10—x?)1/2

dondet =

X—2
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1
dx Haciendo v/1+ X+ x2 = x+t, es decir, x=
1+X)vV1+x+x2

e Ejemplo 21. f (
t?—1
1-2t

tenemos

1 t2 -1 2
dx= [x= — dt =
f(1+x)¢1+x+x2 [ 1—2t] ftz—Zt

-1 1
—f( : +t—2) dt = —logt +log|t — 2|

donde t = vV1+X+Xx2—x.
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También es posible transformar una integral del tipo f R(X, v/ ax2 + bx+ c)dx

en otra de la forma f F (serx,cosx)dx donde F es una funcion racional de dos
variables las cuales ya hemos estudiado. Para ello se sigue el siguiente proce-
dimiento.

e Con un primer cambio de variable, de la forma x = at + 3 que después ex-

plicaremos, se transforma la integral f R(X, v ax? + bx—+ c)dx en otra de alguna

de las formas
a)fG(t,\/tZ—l)dt, b)fG(t, 1—t2)dt, c)fG V1+t2)d

donde G es una funcion racional de dos variables.
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Los cambios de variable respectivos
a) X=seau, b)x=seru, c¢)x=tgu

convierten las integrales anteriores en otras de la forma f F (senx,cosx)dx don-
de F es una funcion racional de dos variables.

Alternativamente, en el caso a) puede hacerse también X = coshu, y en el caso
¢) X = senhu, lo que transforma dichas integrales en otras del tipo fT(eX)dx

donde T es una funcion racional de una variable, que ya han sido estudiadas.
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Nos queda por explicar como se hace el primer cambio de variable.

e Si el trinomio h(x) = ax®+ bx+ c tiene dos raices reales o < 3, lo que se hace
es transformar dicho trinomio en otro que tenga como raices —1y 1. Para ello
llevamos —1 a a y 1 a B mediante una funcion de la forma ¢(t) = At + . Las
B—a  B+a

5 , U 5 . Con el

condiciones ¢(—1) = a, (1) = 3, determinan que A =

cambio
B—a B+a

X=0() = > t+ >

tenemos que h(¢(t)) =a (t2 —1). Ahora, si a > 0, deducimos que

[R(x, Vaxz +bx-+ ¢)dx= [x = ¢(t)] = jR(q)(t),\/a(B;O” V2= 1) B;“ dt

que es del tipo a) anterior. Si a < 0, entonces

['Rex, v/ax2 +bxt-c)dx = [x = (1)) = fR(cI)(t),\/——a(B_a) \/1—t2) B0t

2

que es del tipo b) anterior.
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e Si el trinomio ax? -+ bx+ ¢ no tiene raices reales, entonces debe ser d = 4ac—
Vd

2y

b’ > 0 y también a > 0. Poniendo y = , podemos escribir:

b2

ax2+bx+c:(\/ax+ \b[>2 tC- o= (\/a \b[>2 2 _

va, ., b )2 ¥ (Za b)2
+1 — X+ —=
! [( " 2/ay vd v
El cambio
2a b Vvdt—Db
—X+—==1, estoes , X= = @(t
vd  vd 2a o)

transforma la integral en

fR(x, Vax2+bx+c)dx= [x= @(t)] = fR((p(t),y\/ter 1)\2/—gdt

que es del tipo ¢) anterior.
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Casos particulares
f P(x)
v ax2 4+ bx+-c
linémica pueden resolverse con facilidad por el método de reduccion. Se pro-
cede de la siguiente forma.

e Las integrales de la forma dx donde P(x) es una funcioén po-

Escribimos

P(x) _d N C
Vax2 +bx+c dX v ax2 4+ bx4c
donde Q(x) es un polinomio, cuyos coeficientes hay que calcular, de grado

una unidad menos que el polinomio P(x) y C es una constante que también
hay que calcular. Observa que la igualdad anterior puede escribirse

(Q(x) v ax2 + bx+ c)

P(x) = Q'(x)(ax® 4 bx+c) + % Q(x)(2ax+b) +C

y a la derecha queda un polinomio de igual grado que P(x) lo que permite
identificar coeficientes. Una vez calculados el polinomio Q y la constante C
tenemos que

P(X) 1

dx = Q(x)\/ax2+bx+c+Cf NV dx

f\/ax2+bx+c
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1

J v ax2 +bx+c
Haciendo uso de los cambios antes visto, esta integral, salvo constantes, puede

dx

con lo que todo se reduce a calcular una integral de la forma

escribirse de alguna de las formas

1
dt = arcseifft) dt = argsen dt = argcoslit
v ). [t amsentt), [ dt=argcostt

Recuerda que argsenkt) = log (t + vt?>+ 1) y argcoslit) = log (t + vt —1).
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e Finalmente, las integrales de la forma

1
f dx
(x—a)ky/ax2 4+ bx+c

: : : 1
se reducen a las del tipo anterior con el cambio x—a = =
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